UNE COURTE INTRODUCTION AUX INVARIANTS DE
DIJKGRAAF-WITTEN

GWENAEL MASSUYEAU

REsuME. Cette note, informelle et imprécise, accompagne un exposé donné durant
la « Journée Géométrie, Topologie et Physique » & Strasbourg, le 28 Février 2008.
Nous introduisons les invariants de Dijkgraaf-~Witten et nous donnons leur formule
par somme d’états.
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1. INTRODUCTION

Soit G un groupe fini et soit K(G, 1) un espace d’Eilenberg-MacLane. Ainsi, K(G, 1)
est Pespace topologique pointé (unique & équivalence d’homotopie pres) satisfaisant
m(K(G,1),.) =G et mm(K(G,1),.) =0 pour i > 1.
On choisit aussi

ac HY(G;U(1)) = HYK(G,1); U(1)).

Définition 1.1. Soit M une d-variété fermée, orientée et connexe. L’invariant de Dijkgraaf-
Witten de M, relatif a la classe de cohomologie «, est

Zo(M) = |G|t Z (@, (f7)+([M])) € C.
y€Hom(71(M,.),G)
Ici, .« € M est un point base et f, : M — K(G,1) est 'application pointée (unique a

homotopie pres) telle que (f,). =y au niveau du 71 (—) : ces choix ne comptent pas.

Malgré leur définition tres simple, les invariants de Dijkgraaf-Witten n’ont été for-
mulés que récemment. Ils semblent étre apparus pour la premiere fois en 1990 dans
Particle [7], pour servir de « toy examples » aux invariants quantiques de Witten [20].
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2. QUELQUES RAPPELS DE COHOMOLOGIE DES GROUPES

Nous commencons par quelques rappels en cohomologie des groupes et nous renvoyons,
pour de plus amples détails, a [3] ou & [10, §VI]. Dans la suite, G est un groupe et Z[G]
désigne son algebre de groupe.

2.1. Définitions. Le n-iéme groupe d’homologie de G a coefficients dans R, un Z[G]-
module a droite, est

H,(G; R) := Tor”l\(R, 72)

ou Z est vu comme Z|G]-module trivial a gauche. Ainsi, si P — Z — 0 est une résolution
projective du Z[G]-module Z, on a

(2'1) Hn(Gv R) = Hn(R ®Z[G} P)

Dualement, le n-iéme groupe de cohomologie de G a coefficients dans L, un Z|G]-module
a gauche, est

H"(G; L) := Exty(Z, L).
Ainsi, si P — Z — 0 est une résolution projective du Z[GJ]-module Z, on a
(2.2) H"(G; L) = H"(Homgg (P, L)).
2.2. Recours au K(G,1). Le calcul de ’homologie de G nécessite donc de trouver une

résolution projective de Z comme Z[G]-module trivial a gauche. Cela peut se construire
topologiquement, grace au lemme suivant.

Lemme 2.1. Soit K(G, 1) un espace d’Eilenberg—MacLane, avec une décomposition en
cellules orientées. Alors, le complexe des chaines cellulaires de son revétement universel
est une résolution libre de Z comme Z[G]-module trivial o gauche.

Démonstration. Soit p : K(G,1) — K(G, 1) le revétement universel : K(G, 1) est connexe
par arcs et simplement connexe. De plus, puisque p est une fibration de fibre discreéte,
on a m;(K(G,1),.) ~ m(K(G,1),.) = 0 pour tout ¢ > 2. Donc, K(G, 1) est contractile si
bien que

H; (ﬁ(G, 1);Z) =0 pouri>D0.
Donc, le complexe cellulaire réduit de I~((G, 1) est acyclique. Par ailleurs,
G = m(K(G,1),.) ~ Aut (K(G, 1),p)
agit a gauche sur K(G, 1) et, donc, sur son complexe cellulaire. Ainsi, ’augmentation
C (R(G, 1)) .70
fournit une résolution de Z comme Z[G]-module trivial & gauche. O
D’apres (2.1) et (2.2), on a donc
H,(G;R) = Hy(K(G,1);R) et H"(G;L)=H"(K(G,1);L)

ou R — K(G, 1) est le fibré de coefficients défini par I’anti-homomorphisme de groupes
m1(K(G,1),.) — Aut(R) donnant 'action de G sur R. (Idem pour £ vis-a-vis de L.)
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2.3. Modeéle simplicial. Nous sommes donc ramenés au probleme de la construction
d’'un K(G,1). Il existe une construction systématique de K(G, 1) : c’est le modele sim-
plicial de Milnor.

A tout o = (go,...,gn) € G™1, on associe une copie A° du simplex standard de
dimension n de sommets (v§,...,v7). Soit dijo = (go,-..,Gi,---,9n) € G™ et soit 67 :
A%7 — A le plongement linéaire envoyant les points vgia, . ,vzi_al sur vg,...,v7, ..., 0]

respectivement. On pose

(2.3) KA := || A"/N

n>0, €G!

o ~ identifie chaque A% avec la i-ieme face de A% via §7. On vérifie que K2(G,1) est
contractile grace a la rétraction linéaire par morceaux qui envoie chaque n-simplex A?,
associé & o = (go, ..., gn), sur le O-simplex A(M) & Dintérieur du (n 4 1)-simplex A",
associé a ho := (1,g90,...,9n) :

De plus, G agit a gauche sur KA(G, 1) : pour tout g € G et pour tout o = (go, ..., gn) €
G™ 1 le simplex A° est appliqué linéairement sur A9 ou g - o := (ggo,...,99n), les
points v§, ..., v allant sur vJ7, ..., v respectivement. Puisque cette action est libre,

KAG, 1) = KNG, 1)/G

est un K(G,1) et K&(G, 1) est son revétement universel.
La triangulation évidente de K2 (G, 1) définit une décomposition en cellules orientées.

D’apres le Lemme 2.1, le complexe des chaines cellulaires de KA(G7 1) fournit donc une
résolution libre de Z comme Z[G]-module trivial & gauche. C’est le compleze standard
homogéne de G

-5 Hy(G) 2 H1(G) 2 Ho(G) - Z — 0

avec pour chaines H,,(G) := Z - G"*! et avec pour opérateur de bord

n

(24) an(907 s 7971) = Z(_l)l ’ (90) s ).é\h e agn)
i=0
On préfere décrire ce complexe d’une autre facon. Le complexe standard inhomogéne
de G est le complexe de Z[G]-modules

C 2106 2 1(G) 2 10(G) 5z — 0

avec pour chaines |,(G) := Z[G] - G™ et avec pour opérateur de bord
(2.5)

n—1
Ol |hn] = ha-[hal - [ha) 4+ > (1) [hal - hihigal - )+ (= 1) [P - .
i=1
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En effet, les complexes |(G) et H(G) sont isomorphes par I'application
[hi|- - |hn) — (1, b1, hiha, ..., hiha .. hy).

La méthode précédente s’améliore en faisant plus d’identifications entre les simplex
pour définir K2(G, 1) en (2.3). Pour tout o = (go,...,gn) € G"!, nous notons s;0 :=

(905 - -+ Gir Gis--->9n) € G"2 et nous demandons que la relation ~ écrase le (n + 1)-
simplex A% sur le n-simplex A7, via I'application linéaire envoyant vy, ... ,vfﬁ:l sur
v, ..., 05,07, ..., vp respectivement. L’espace KA(G, 1) obtenu reste contractile et on

obtient ainsi le complexe standard homogene normalisé de G, noté H(G), avec pour
chaines

HH(G) =7- {(gg, R ,gn) S Gn+1 10 75 gz'—l-l}

et Vopérateur de bord (2.4). Ce complexe est isomorphe au complexe standard inho-
mogene normalisé de G, noté Z(G), avec pour chaines

Z.(G) = Z|G] - {[h1] - - - |hn] € G™ : h;y # 1}
et 'opérateur de bord (2.5).

2.4. Exemples. Dans la suite, nous n’aurons besoin que de ’homologie de G a coeffi-
cients (non-tordus) dans Z. D’apres §2.3, H,.(G;Z) est 'homologie du complexe

(2.6) B(G) = Z ®z/q) Z(G)
ayant pour chaines

Bu(G) =Z-{[h|--|hn] € G" : hy # 1}
et pour opérateur de bord

n—1

Onlia] -] = [l -+ o] S (=1 - ]+ [hihigal -+ o] & (=1 [l -+ [,
i=1

B(G) est le complexe des chaines cellulaires de K2(G, 1) pour la triangulation singuliere

qu’il hérite de la triangulation de KA(G, 1). On lappelle compleze bar du groupe G.

Nous aurons aussi besoin de la cohomologie de G a coefficients (non-tordus) dans le
groupe abélien U(1), lequel sera noté multiplicativement. D’apres §2.3, H*(G; U(1)) est
la cohomologie du complexe de cochaines

Homz (B(G), U(1)),
qui est le complexe des cochaines cellulaires de K2 (G, 1) & valeurs dans U(1). Notons
qu'un d-cocycle pour ce complexe est une fonction a : G¢ — U(1) vérifiant
d

a(h] ...,hd)(*l)d“ ca(ha| - |hat1) - Ha(h1! oo |hihig] - hap) Y =1
=1

ainsi que

a(llho|---|ha) = a(hi|1]hg|- -~ [ha) = - -~ = a(ha| - - |ha-1|1) = 1.



3. INVARIANTS DE DW EN PETITE DIMENSION

Soit @ € H¥(G;U(1)) ot G est un groupe fini. Dans cette section, nous examinons
Iinvariant de Dijkgraaf-Witten Z, en petite dimension d : il existe des formules « in-
trinseques » pour d = 1 et d = 2 ... mais la situation est plus complexe pour d = 3!

3.1. Formule en dimension d = 1. La donnée de a € H'(G;U(1)) est équivalente &
celle d'un 1-cocycle normalisé a : G — U(1), i.e. un homomorphisme de groupes. On a

Zo(SY) = |G| > (o, (f):([S")) = 1GI7" Y alg).
~v€Hom(71(S1,.),G) geqG

Nous concluons que
1 sia=1,

Za(sl):{ 0 sia#l

3.2. Formule en dimension d = 2. Représentons a € H?(G;U(1)) par un 2-cocycle
normalisé a : G x G — U(1). Ainsi, nous avons

a(hlk) - a(ghlk) ™" - a(glhk) - aglt) " =1, a(gl)=1 et a(1ln)=1.

Une a-représentation de G est un C-espace vectoriel V' de dimension finie, muni
d’une application p : G — Aut(V) tel que p(g192) = a(gilg2) - p(g1) o p(g2). Soit R(G; a)
I’ensemble des a-représentations irréductibles de G, a isomorphisme pres.

Fait 3.1. |R(G;a)| est égal au nombre de classes de conjugaison d’éléments a-réguliers
de G, un élément g de G étant dit a-régulier si (Vh € G,[g,h] =1 = a(g|lh) = a(hlg)).

Fait 3.2. R(G;a) ne dépend essentiellement que de o« = {a}. Plus précisément, si
a =a-(body) (ot b:G — U(1) est telle que b(1) = 1), alors R(G;a) est en bijection
canonique avec R(G;a’) par {(V,p)} — {(V,b-p)}.

Fait 3.3. Pour tout {(V,p)} € R(G;a), dim(V) divise |G]|.

Tous ces faits sont bien connus lorsque « est trivial (théorie des représentations des
groupes finis) : voir [11] pour le cas général.

Théoréme 3.4 (Turaev [18]). Pour toute surface ¥ fermée connexe et orientée, on a

Zu(3) = Z <diﬁ|v))—x(2)'

{(Vip)}eR(Gsa)

En particulier, pour o = 1, on retrouve la formule de Frobenius—Mednykh [14] :

—x(%)
|Hom(mi(£,.), &) = 1G] Y <dini|V)>

{(Vip)}eR(G)

ou R(G) désigne I'ensemble des représentations irréductibles de G, & isomorphisme pres.

Preuve du Théoréme 3.4 pour ¥ = S* x S1. Le tore S'x St est un K(Z2, 1). Soit (e1, e2)
la base canonique de Z @ Z. La classe fondamentale

[S' x S' € Hy(S' x S Z) = Hy (7%, 72)
est représentée par le 2-cycle

e1 N\eg:= [61|62] — [62’61] € BQ(ZQ)
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On a donc

Zo(S' xS =671 > (e, ned))
vyEHom(Z2,G)
et, par fonctorialité du complexe bar,

Zo(S'x SY) =G Y (e re)(en)] = r(ez)l(en)])

vyEHom(Z2,G)

= |Gt Y. alglh)-alhlg) ™!

g,h€G,[g,h]=1
= G Y)Y eh)
g€G heNy

ot Ny :={h € G :[g,h] =1} et g4(h) := a(g|h) - a(h|g)~!. Parce que a est un 2-cocycle,
gg 1 Ng — U(1) est un homomorphisme si bien que

1
Za(S' xS = >, i
g€G: a-régulier | / g|
La propriété d’étre a-régulier étant préservée par conjugaison, Z,(S* x S1) est donc le
nombre de classes de conjugaisons d’éléments a-réguliers :

Zo (St x SY) = |R(G; a)).

O

3.3. L’exemple du tore en dimension d = 3. L’exemple du tore S* x St x S! est
fort instructif et est traité dans [7]. Représentons a € H3(G;U(1)) par un 3-cocycle
normalisé a : G x G x G — U(1). Ainsi, nous avons

a(hlk|l) - a(ghlk|l)™" - a(g|hk|l) - a(g|hlk) ™" - a(g|hlk) = 1,
a(llhlk) =1, a(g|llk) =1 et a(glh|l)=1.
Soit (e1, ez, e3) la base canonique de Z @ Z @ Z. La classe fondamentale
(S x S' x S1) € H3(S! x S* x S, 7Z) = H3(Z3; )
est représentée par le 3-cycle

ep Neg Neg:= Z e(r) - [67(1)’67(2)‘67(3)] S Bg(ZS).
T7€63

On obtient donc

Zo(S'x St x S =G > (e, ylfer Aea Aes)))
~vEHom(Z3,G)

et, par fonctorialité du complexe bar,

Zu(S' xS xSY = ot Y <a,Zem-h(em)w(ef(m)\v<e7(3>>]>

’YEHOm(Z3,G) TES3
— ety dolhikjalklgha(hiklg)
g9,h.keG a(hlg|k)a(g|k|h)a(k|h|g)

[g,h]=[h.k]=[g,k]=1

= 1GI7' )] Y ag(hlk) - ag(klh)~!

9€G h,keNy
[h,k]=1



ol nous posons Ny := {h € G : [g,h] = 1} et ay(hlk) := a(g|hlk) - a(h|k|g) - a(h|glk)~"

On vérifie que ay4 : Ny x Ny — U(1) est un 2-cocycle, ce qui nous permet d’écrire

Za(S' % 8T x SN = |G NG|+ Zya,y (ST x SY).
geG
On déduit de §3.2 que

Za(S' x S' x 81 Z

‘G/N ‘ g, ag)|
ou R(Ny;ay) est I'ensemble des ag—representatlons irréductibles de Ny, a isomorphisme
pres. On conclut que
(3.1) Zo(S' x St x 81 = > |R(Ng;ay)]
e

ot G désigne I'ensemble des classes de conjugaisons du groupe G.

Dans la suite, nous nous placons toujours en dimension d = 3.

4. FORMULE PAR SOMME D’ETATS POUR LES INVARIANTS DE DW

Soit M une 3-variété fermée orientée et connexe, et soit o € H3(G;U(1)) o1 G est un
groupe fini. Nous donnons maintenant la formule par « somme d’états » pour Z,(M).
Ceci nécessite le choir d’une triangulation

T=T"uT'UT*UT?
de M, avec un ordre total sur 7, ainsi que le choix d'un 3-cocycle normalisé

a:GxGxG— U(1)
représentant a.
4.1. La formule. Un état de T est une application

p: T — G
satisfaisant la condition de « platitude »
p(vo,v1) - p(vr,v2) = p(vg,v2), Y(vg,v1,v2) € T? avec vy < v1 < vo.
Le poids de p sur o = (vg,v1,v2,v3) € T3, ot vg < v1 < Vg < v3, est
we (p) 1= a(p(vo, v1)|p(v1, v2)|p(va, v3))*)

ou

c(0) = 1 si (vgv1, v1v3, vavs) donne l'orientation de M,
"1 —1 sinon.

U3

Nous notons M l’ensemble des états de T'.
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Théoréme 4.1 (Dijkgraaf-Witten [7]). L’nvariant de Dijkgraaf-Witten de M, relatif
a la classe de cohomologie a, est donné par la formule suivante :

(4.1) Zo(M) = |G 37 T wolp):

pPEM eT3

On peut montrer « directement » que la quantité de droite dans (4.1) ne dépend pas du
choix de l'ordre total sur 7, ni de la triangulation T' de M, ni du choix de a dans la
classe « : cf. [19] pour les détails. Par exemple, le mouvement de Pachner 2 < 3 reliant
deux triangulations T et 7" de M

V4
se reflete! exactement dans la condition du cocycle

a(glhlk) - a(hlk|l) = a(ghlk|l) - a(g|hk|) ™" - a(glh|kl).
4.2. Preuve de la formule. Pour démontrer le Théoreme 4.1, commencgons par réécrire
le terme de droite de (4.1) et, pour cela, introduisons le « groupe de jauge »
G :=Map(T°, G).
Il agit a gauche sur M par
(,p) — -p avec (Y-p)(v,w): =) -pv,w)-Pw)™t, V(v,w)e T avec v < w.

La condition de cocyclicité pour a entraine qu’'une transformée de jauge ne change pas

le poids d’un état :
IT wolo) = ] wo(w-p)
o€eT3 o€eT3

Soit G, le sous-groupe de G constitué des 1) satisfaisant 1(.) = 1. On a alors
_j70 _i70 g.
DI | RO Dl R0
pEM oeT3 {p}YeM/G. p oeT3
et, puisque Stab(p) est trivial pour tout état p, nous sommes ramenés & montrer 1’égalité :
? _
(4'2) Za(M) = |G’ ! Z H wa(p)'
{preM/G. oeT?

Lemme 4.2. I existe une bijection canonique entre M /G, et Hom(m (M,.), G).

Hci, les sommets sont ordonnés de sorte que vo < v1 < v2 < ws < wvg et g,h,k,l €G correspondent a
p(vo, v1), p(vi,v2), p(v2,v3), p(vs,vs) respectivement.
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Démonstration. Soit p € M. Tout lacet [ basé en . peut étre déformé de fagon a étre
contenu dans le 1-squelette de T'. Alors, [ s’écrit comme suite de cotés de T

l=ci e
ol chaque signe ¢; compare 'orientation de [ avec 'ordre des sommets de T'. On pose

Yo(l) := p(c1) -+ pler)” € G,
quantité qui ne dépend que de la classe d’homotopie de [ du fait de la platitude de p.
On définit ainsi une application

A: M/G, — Hom(m(M,.),G), {p}+— .

Soit maintenant y € Hom(7y (M, .), G). On choisit, pour chaque v € T, un chemin c,
reliant . & v, et on prend pour c, le chemin constant. On définit p, € M par p,(v,w) =
Y(ey - (v,w) - czt) pour tout (v, w) € T! avec v < w. Un choix différent des chemins ¢,
se traduit sur p, par une transformée de jauge. On définit ainsi une application

B : Hom(m(M,.),G) — M/G., ~v+— {py}.
On vérifie facilement que A et B sont inverses I'une de l'autre [1, Proposition 2.1]. O

Soit v € Hom(71(M,.), G) et soit un état p correspondant a ~y par le lemme précédent.
Pour prouver (4.2), il suffit de démontrer 1’égalité

(4.3) (o, (f)(IMD) = T wolp)-
oeT3

Pour décrire f,, nous allons utiliser le modele simplicial de K(G,1) donné en §2.3. Pour
tout o = (vg,v1,v2,v3) € T3 avec vy < v1 < vy < V3, ON pose

& == (1, p(vo,v1), p(vo, v1)p(v1,v2), p(vo, v1)p(v1,v2)p(v2,v3)) € G*
et on définit une application linéaire o — K*(G, 1) d’image A° par
(vo, v1, V2, v3) — (v@viviv@ :
Par projection p : KA(G,1) — K®(G,1), on obtient une application ¢ — K*(G, 1).

Par recollement sur tous les o € T2, nous définissons ainsi une application continue
fy: M — K2(G, 1) induisant v au niveau du 71 (—). Puisque

M ={ D el0) - o} € Ha(M; ),
oeTs
nous concluons que

(o () = [[a )@= [ {apa?)™

oceT? U:(Uo,v1,v2,v3)€T3
vo<v1<v2<v3
= JI  alelwo,v0)lp(vr,v2)lp(v2,v3))" = T wel(p)-
O’=(’U0,U1,U2,U3)ET3 oeTs
Vo<V <v2<v3

Ceci acheve la preuve du Théoreme 4.1.

Remarque 4.3. En pratique, il est plus commode de présenter la variété M par une
triangulation 7' souffrant de singularités. Par exemple, T peut ne posseder qu’un seul et
unique sommet si elle est duale d’une « épine spéciale » de M privée d’une boule [12].
Heureusement, le Théoréme 4.1 s’étend aux triangulations singuliéres [16, Appendix A].
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5. QUELQUES PROPRIETES DES INVARIANTS DE DW
Soit @ € H3(G;U(1)) ol G est un groupe fini. Voici quelques propriétés qu’on
démontre facilement pour 'invariant Z,. Tout d’abord, il peut détecter I'orientation :
Proposition 5.1. Pour toute 3-variété fermée orientée et connexe M, on a
Za(_M) = Za(M)
ot — désigne la conjugaison complexe.

Démonstration. Pour tout v € Hom(m;(M,.),G), on a

1

(a, (f)a([=M])) = (e, (f) (= [M])) = (e, (£):([M])) = (e, (f3)<([M])).
O
De plus, 'invariant Z, renormalisé est multiplicatif :
Proposition 5.2. Pour toutes 3-variétés fermées orientées connexes My et Ma, on a
Zo(Mi3Mz) = Zo(M1) - Zo(Mz)
0l Zo(M;) := |G| - Zuo(M;).

Démonstration. Soit B; C M; une boule contenant le point base . (i = 1,2). Pour tout
v € Hom(m(M;,.),G), soit fy, : M; — K(G,1) induisant 7; au niveau du m;(—). On
peut déformer f,, de sorte que fy,(B;) = {.}. On forme

MlﬂMg = (Ml \int(Bl)) U (M2 \int(Bg))

et f: MigMy; — K(G,1) par recollement des restrictions de f,, et f,,. Au niveau du
m1(—), f induit v; * 72 pour la décomposition en produit libre :

w1 (M1 Ma, ) = m (My,.) * w1 (Mo, ).
De plus, £.([MiEMa]) = (1)« ([M1]) + (f0)-([Mz]), d’ot
(a, fo([M1EM2])) = (o, (f10)+([M])) - (e, (fr0)([M2])).
Puisqu’on a la bijection
Hom(m (Mi,.), G) x Hom(m (Ma,.), G) — Hom(m1 (M1t Ma,.), G), (71,72) — 71 * Y2,
nous obtenons l'identité Z, (M) - Zo(Ms) = |G| 71 Zo (M5 Ms). O
Enfin, I'invariant Z, ne dépend que du type d’homotopie :

Proposition 5.3. Soient M et M' des 3-variétés fermées orientées et connexes. S’il
existe une équivalence d’homotopie e : M — M' préservant l’orientation, on a alors
Zo(M) = Zo(M').

Démonstration. La composition avec e, établit une bijection entre Hom(m (M, .), G) et
Hom(7m1(M,.), G) et, pour tout v € Hom(71(M’,.),G), on a

(o, (f)([M])) = (e, (f1)s(ex([M]))) = (e, (fre)([M])) = (e, (fre.)([M])).
O
FEzemple 5.4. Soit p > 0 un entier et soient ¢,¢' € Z/pZ inversibles. Les espaces len-

ticulaires L(p,q) et L(p,q') peuvent avoir le méme type d’homotopie et ne pas étre
homéomorphes?. Donc, les invariants de DW ne distinguent pas les espaces lenticulaires.

2]] existe un homéomorphisme L(p, q) — L(p,q’) préservant 1’orientation si, et seulement si, ¢’ = gt
Il existe une équivalence d’homotopie L(p,q) — L(p,q’) préservant l'orientation si, et seulement si, il
existe a € Z/pZ tel que ¢’ = a’q.



11

6. DES INVARIANTS QUANTIQUES DE WITTEN AUX INVARIANTS DE DW

Dans cette section, nous expliquons comment voir les invariants de Dijkgraaf-~Witten
comme des analogues « discrets » des invariants quantiques de Witten [20]. Commengons
par rappeler la « définition » de ces derniers.

6.1. Invariants quantiques de Witten. Soit G un groupe de Lie compact dont
I’algebre de Lie est notée g. On fait le choix d’une forme

Q:gxg—R
bilinéaire, symétrique et G-invariante.

Ezxemple 6.1. On peut prendre pour @ la forme de Cartan—Killing de g. Si g est simple,
() est forcément proportionnelle & cette derniere.

La théorie de Chern—Weil nous apprend que ) définit une classe caractéristique
cq(Y) € HY(N;R)

pour tout G-fibré principal
G——Y >N

sur une variété fermée lisse N. Plus précisément, si w € Q!'(Y;g) est une forme de
connexion sur Y de courbure 2 € Q?(Y;g), la 4-forme différentielle

Q) :=Qo(QAQ) € QYY;R)

est fermée et est le pull-back par p d’une unique 4-forme sur N, qu’on notera p,Q().
On a alors

cq(Y) = {p.Q(Q)} € H*(N;R).
La forme de Chern—Simons [4] d’une forme de connexion w sur Y est définie par

TQw) := Q(w A dw) + %Q(w A w,w]) € D3(Y;R).

Sa propriété fondamentale est que

(6.1) dTQ(w) = Q).

Nous nous donnons maintenant une 3-variété fermée orientée et lisse M. On note
C(M) T'ensemble des connexions sur un G-fibré principal de base M, a isomorphisme
pres. Faisons deux hypotheéses, I'une portant sur le groupe de Lie G et l'autre sur la
forme quadratique @ :

(H) Le groupe de Lie G est connexe et simplement connexe.
(I) La classe caractéristique cg définie par @ est entiere>.

La condition homotopique (H) entraine que tout G-fibré principal de base M est trivial,
puisque m(G) est par ailleurs trivial. La condition d’intégralité (I) nous permet alors
de définir une fonction

CS:C(M) —R/Z

par la formule
(6.2) CS(w) := / s*TQ(w) mod 1
M
ol s: M — X est une section du G-fibré principal X sur lequel w est définie.

30n demande précisément que, pour tout G-fibré principal Y sur une variété fermée lisse N, co(Y) €
H*(N;R) est dans 'image de ’homomorphisme canonique r : H*(N;Z) — H*(N;R).
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Ezemple 6.2. On prend G = SU(2) et Q = Cy définie par

Tr(D?)
82

la classe caractéristique associée a Cs étant la deuxieme classe de Chern. On obtient

Cy(D ® D) == VD € su(2),

1 2
CS(A):W/MTr<dA/\A+3A/\A/\A> cR/Z,

pour toute 1-forme A € Q(M;su(2)) interprétée comme connexion sur le SU(2)-fibré
principal trivialisé SU(2) x M.

Définition 6.3. Sous les hypotheses (H) et (I), invariant quantique de Witten relatif au
groupe de Lie G et a la forme quadratique @ est la « quantité »

(6.3) Z(M) = /C(M) exp (2imr CS(w))dw € C.

Bien siir, cette intégrale n’est pas définie mathématiquement ... mais, elle a inspiré bien
des constructions en topologie quantique !

6.2. Une extension des invariants quantiques de Witten. Dans leur papier [7],
Dijkgraaf et Witten suppriment 1’hypothese (H) sur le groupe de Lie compact G, mais
maintiennent I’hypotheése (I) sur la forme quadratique G-invariante ). Cette hypothese
peut étre reformulée ainsi : la classe caractéristique du G-fibré principal universel défini

par ¢
cg € H*(BG;R)

est dans I'image de I’lhomomorphisme canonique r : H4(B G;Z) — H*(BG;R). En fait,
Dijkgraaf et Witten confortent cette hypothese en spécifiant un antécédent

¢4 € H(BG;Z)
de cg par 7. Alors, pour toute 3-variété fermée orientée M, ils définissent une fonction
CS:C(M)— R/Z

qui dépend du choix de Cé. Ils procedent de la fagon suivante.
Soit w une connexion sur un G-fibré principal X de base M. Le fibré X n’est pas
toujours trivial, i.e. que son application classifiante

r: M —BG
n’est pas toujours homotopiquement triviale. Néanmoins, la classe d’homologie
z«([M]) € H3(BG;Z)
est toujours de torsion puisque H3(B G;R) = 0, d’apres un résultat classique de Borel.

Fait 6.4. Soit E un CW-compleze et soit QgO(E) le groupe des classes de cobordisme
{(N,y)}, ou N est une 3-variété fermée orientée et ou y : N — E est une application
continue. Alors, Uapplication

03°(E) — Hs(E;Z), {(N,y)} — y.([N])

est un isomorphisme.
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En appliquant ce fait & £ = BG, nous en déduisons qu’il existe un entier n > 1, une
4-variété compacte orientée N et un G-fibré principal

tels que
ON=MU---UM
n
et Y coincide avec X sur chacune des composantes connexes de 0N. On étend alors
w en une forme de connexion sur Y qu’on note encore w, on choisit une application

classifiante y : N — B G qui classifie Y et étend x, et on pioche un 4-cocycle singulier ¢
dans la classe Cé € HY(BG;Z).

Lemme 6.5. La classe

(6.4) ([ @ =@ ) moa 1

n

ne dépend que de la connexion w, mais pas des choix intermédiaires : nous la notons
CS(w) € R/Z. En outre, elle est invariante par isomorphisme de fibrés.

Démonstration partielle. Vérifions, par exemple, que (6.4) ne dépend pas du choix de N
ni de Y, ni de l’extension w de w a 'Y, ni de 'extension y de x. Supposons que d’autres
choix V . ,Y' W'y ont été faits. Par recollement on obtient alors une 4-variété orientée
fermée N un G-fibré principal Y de base N (et de projection p) muni d’une connexion
w et d’une application classifiante . On a alors

| 5:QE) = (ca(V). 18] = ("6, V] = (3. ¥,
ce qui permet de conclure. O

Considérons maintenant deux situations « extrémes » pour l'invariant CS(w) de la
connexion w et pour la classe (6.4) qui le définit :

— Supposons que le fibré X est trivial. Soit N une 4-variété telle que N = M, soit
Y une G-fibré trivial de base N étendant X, soit s une section de Y et soit, enfin,
w une connexion sur Y étendant w. La formule (6.4) donne alors

CS(w) —/ s*Q(2) mod 1 (6;1)/ s*dTQ(w) mod 1 —/ s*TQ(w) mod 1
N N M
et, donc, s’accorde avec (6.2). Nous sommes donc ramenés a la situation de §6.1.

— Supposons que (Q = 0. La suite exacte longue en cohomologie pour les coefficients
0—Z—R-—TU(1l)—0
entralne que la suite
0 — H3BG;U®Q) L HYBG;2) - HYBG;R)

est exacte. Le choix de cé € H*(BG;Z) tel que r(c%) = 0, équivaut donc a celui
d'un o € H3(BG;U(1)), et la formule (6.4) donne alors

CS(w) = ——{y™(c), V) = —%bg ({z*(a), [M])) € R/Z.
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Donc, dans ce cas, CS(w) ne dépend que de la classe d’homotopie de z, i.e. de la
classe d’isomorphisme du fibré X.

Dans cette derniere situation, l'invariant quantique de Witten (6.3) est la « quantité »

(6.5) Z(M) = (a, 2, ([M])) ! da.

[M,BG]
Quoiqu’elle n’ait pas de sens mathématique, cette intégrale inspire la définition des
invariants de Dijkgraaf-Witten. En effet, revenons a un groupe fini G et soit a €
H3(G;U(1)). Puisque K(G,1) est un espace classifiant pour les G-fibrés principaux,
nous avons la bijection

[M,BG] — Hom(m(M,.),G), {z}— =z,.
Si on pense a G comme l'analogue discret d’un groupe de Lie compact, l'invariant

quantique de Witten (6.5) qui correspondrait & la classe ¢ := B(a) € H*(BG;Z)
coincide essentiellement avec l'invariant de Dijkgraaf~Witten relatif a « :

Z(M) = |G| - Za(M) € C.

7. POUR ALLER PLUS LOIN ...

Pour conclure, voici quelques sujets qui dépassent la nature introductive de cette note.

7.1. L’algébre de quasi-Hopf D?(G). Soit G' un groupe fini et soit
a:GxGxG— U(1)

un 3-cocycle normalisé de classe a € H?(G;U(1)). Dijkgraaf, Pasquier et Roche in-
troduisent dans [6] I'algebre de quasi-Hopf quasi-triangulaire enrubannée D*(G), qui
est une déformation du double de Map(G, C). Altschuler et Coste généralisent dans [2]
la construction des invariants de Reshetikhin-Turaev [15], des algebres de Hopf aux
algebres de quasi-Hopf. Ils obtiennent ainsi un invariant des entrelacs en bande dans
S3. coloriés par des représentations de D*(G). Lorsqu’on colorie uniformément avec la
représentation réguliere de D*(G), cet invariant de 'entrelacs en bande L définit un
invariant Za(Si) de la 3-variété S%, obtenue par chirurgie le long de L. De plus, I'inva-
riant Z, ne dépend que la classe . Altschuler et Coste conjecturent dans [2] que leur
invariant coincide, & normalisation pres, avec 'invariant de Dijkgraaf-Witten :

> ?
Za(M) = ‘G| : Za(M)'
Cette conjecture a été démontrée plus tard par Freed [8].

7.2. Extension a une TQFT. L’invariant Z, des 3-variétés fermées s’étend en une
théorie quantique de champs topologique de dimension 2 + 1. Notons que ’extension
dépend du choix d’un 3-cocycle a dans la classe a. Cette extension est esquissée dans
[7] et détaillée dans [9], voir aussi [19].

L’existence de cette TQFT entraine que, pour toute surface fermée orientée et connexe
¥, le nombre complexe Z, (X x S!) est un entier, & savoir la dimension de I’espace vectoriel
associé a ¥ par cette TQFT. On trouve dans [7] la formule

Ng —x(¥)
ZCLERED VDY <di|m(|V)>

{g}e@G {(V.p)}eR(Ng;ag)
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qui généralise (3.1).

7.3. Cas d’un groupe abélien. Pour toute 3-variété fermée orientée et connexe M,
le type d’homotopie abélien de M est la classe d’isomorphisme de paires

(H. f«([M]) € H3(H;Z))

ou H est un groupe isomorphe a Hy(M;Z) et ou f : M — K(H,1) induit un isomor-
phisme au niveau du Hi(—;Z). D’apres [17], c’est une approximation du type d’homo-
topie de M.

Théoréme 7.1 (Cochran—Gerges-Orr [5]). Si M et M’ sont des 3-variétés fermées
orientées et connexes, alors les énoncés suivants sont équivalents :

(1) M et M’ ont le méme type d’homotopie abélien.

(2) M et M’ sont Hy-cobordantes, i.e. il existe une 4-variété W compacte orientée
de bord MU (—DM') telle que les inclusions i : M — W eti' : M' — W induisent
des isomorphismes au niveau du Hi(—;Z).

(3) M et M’ ont des anneauz de cohomologie et des formes d’enlacement isomorphes.

Soit G un groupe fini abélien et soit o € H3(G;U(1)). On montre facilement que
Zo(M) est déterminé par le type d’homotopie abélien de M. Donc, Z, (M) est déterminé
par I’anneau de cohomologie et la forme d’enlacement de M.

Ezemple 7.2. Si G = Z/nZ, linvariant Z,(M) est déterminé par les invariants de
Murakami-Ohtsuki-Okada [13]. Ces invariants de M sont des sommes de Gauss qui
ne dépendent que de la forme d’enlacement de M.
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